
2. cvičení - teorie

Otevřenost, uzavřenost, kompaktnost

Značení. Namísto x ∈ Rn : V (x), kde V (x) je nějaká vlastnost pro bod x ∈ Rn, budeme psát [V (x)].
B(x, r) = {y ∈ Rn : ρ(x, y) < r} = [ρ(x, y) < r], kde ρ je euklidovská metrika na Rn. Budeme ji

nazývat otevřenou koulí o středu x a poloměru r.

Definice. Buď M ⊂ Rn.
Bod x ∈ Rn je

• vnitřní bod množiny M , pokud ∃r > 0: B(x, r) ⊂ M

• hraniční bod množiny M , pokud ∀r > 0: B(x, r) ∩M ̸= ∅ a B(x, r) ∩ (Rn \M) ̸= ∅.
Dále

• IntM = [x je vnitřní bod mn. M ] je vnitřek množiny M ,

• H(M) = [x je hraniční bod mn. M ] je hranice množiny M .

Uzávěr množiny M je množina M ∪H(M), značíme ji M .
Množina M je otevřená (v Rn), jestliže je každý její bod zároveň vnitřním bodem.
Množina M je uzavřená (v Rn), jestliže H(M) ⊂ M (respektive, pokud M = M).

Poznámka. Body množiny M splňují první podmínku v definici hraničního bodu automaticky.

Věta 2, 5 (vlastnosti otevřených a uzavřených množin). V Rn platí:

• ∅,Rn, libovolné sjednocení otevřených, konečný průnik otevřených jsou otevřené množiny

• ∅,Rn, libovolný průnik uzavřených, konečné sjednocení uzavřených jsou uzavřené množiny

Věta 4. M ⊂ Rn je otevřená ⇐⇒ Rn \M uzavřená ⇐⇒ pro každou posl. xn ∈ M,n ∈ N, konvergující
k x ∈ Rn platí, že x ∈ M .

Věta 11. Nechť f je spojitá funkce na Rn a c ∈ R. Potom platí:

• množiny [f > c], [f < c] jsou otevřené,

• množiny [f ≤ c], [f ≥ c], [f = c] jsou uzavřené.

Definice. Množinu M ⊆ Rn nazýváme kompaktní, pokud z každé posloupnosti prvků množiny M lze
vybrat konvergentní podposloupnost s limitou v M .

Definice. Množina M ⊂ Rn je omezená, pokud existuje r > 0 t.ž. M ⊂ B(0, r).

Věta 12 (Charakterizace kompaktních množin). Množina M ⊂ Rn je kompaktní, právě když je uzavřená
a omezená.

Návody

Jak určit otevřenost/uzavřenost

• Převést to na Větu 11 - vyjádřit množinu M např. jako [f > c] pro spojitou f apod.

• Využít Věty 2, 5 (průniky a sjednocení ot. a uz. množin).

• Určit hranici - obvykle je hranicí něco jako [f = c].

• Pokud H(M) ⊂ M , pak je M uzavřená, pokud H(M) ∩M = ∅, pak je M otevřená. Jinak M není
ani jedno.
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Jak určit hranici

• Z definice

• Je-li M = [f < c], pak je [f = c] hranice. To se ukáže takto: zvolím [x, y] ∈ [f = c] a r > 0
libovolně. Pak uvažuji δ ∈ (0, r) a ukážu, že [x, y+ δ] ∈ M a [x, y− δ] /∈ M , nebo naopak. (případně
pracuji s [x ± δ, y]). Tím dokážu, že [f = c] ⊂ H(M). Potřebuji ještě ukázat, že ostatní body
nejsou hraničními. Dále vím, že [f > c] je ot. mn. Proto, pro [x, y] ∈ [f > c] existuje r > 0 t.ž.
B([x, y], r) ⊂ [f > c], tedy [x, y] nemůže být hraničním bodem.

Typicky volba [x, y±δ] funguje, neb elementární funkce je lokálně ve většině bodech rostoucí/klesající.
Jinak je potřeba využít nějaké znalosti funkce f a faktu, že je spojitá.

Pohled na uzavřenost pomocí posloupností:
Dle Věty 4 se dá říct, že množina je uzavřená, pokud každá konvergentní posloupnost jejích bodů

konverguje k jejímu bodu. Resp.: M je uzavřená, pokud pro každou konvergentní posl. {xn} ⊆ M platí,
že limn→∞ xn ∈ M . Uzávěr množiny M je potom {x ∈ Rn : x = limn→∞ xn, xn ∈ M}.

Jak určit kompaktnost
Pomocí Věty 12. Co se týče určení omezenosti, je třeba si pečlivě rozmyslet, jak vypadá M podle její

definice. Neexistuje k tomu žádný obecný algoritmus.

Spojitost

Definice. Nechť f je funkce n proměnných a x ∈ Rn. Řekneme, že f je spojitá v bodě x, jestliže platí

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y ∈ B(x, δ) : f(y) ∈ B(f(x), ε).

Nechť M ⊂ Rn a x ∈ M . Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x vzhledem k množině M ,
pokud platí

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y ∈ B(x, δ) ∩M : f(y) ∈ B(f(x), ε).

Věta 8 (Operace se spojitými funkcemi). Nechť M ⊂ Rn, x ∈ M,f : M → R, g : M → R, c ∈ R. Jestliže
f a g jsou spojité v bodě x vzhledem k M , potom také funkce c · f, f + g a f · g jsou spojité v x vzhledem
k M . Pokud navíc funkce g je nenulová v bodě x, pak je spojitá i funkce f

g v bodě x vzhledem k M .

Věta 9 (Skládání spojitých funkcí). Nechť r, s ∈ N,M ⊂ Rs, L ⊂ Rr a y ∈ M . Nechť φ1, . . . , φr jsou
funkce definované na M , spojité v bodě y vzhledem k M a [φ1(x), . . . , φr(x)] ∈ L pro každé x ∈ M . Nechť
f : L → R je spojitá v bodě [φ1(y), . . . , φr(y)] vzhledem k L. Potom složená funkce F : M → R daná
předpisem

F (x) = f(φ1(x), . . . , φr(x)), x ∈ M,

je spojitá v bodě y vzhledem k M .

Definice. Uvažme funkci f : Rn → R. Pak za vrstevnici funkce f považujeme množinu [f = c], kde
c ∈ R.

Parciální derivace

Definice (Parciální derivace). Nechť f je funkce n proměnných, i ∈ {1, . . . , n}, a ∈ Rn. Pak číslo

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
=

= lim
t→0

f(a1, . . . , ai−1, ai + t, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , an)

t
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nazýváme parciální derivací (prvního řádu) funkce f podle j -té proměnné v bodě a (pokud
limita existuje).

Značení. Derivaci funkce f podle j-té proměnné značíme mimo jiné také jako f ′
xj

.

Parciální derivace počítáme v podstatě tak, že jiné proměnné, než je xj bereme jako čísla.

Fakt. Aritmetika derivací proto funguje pořád stejně. Připomeňme, že dané vzorce platí, pokud napravo
vyjde číslo!

(f ± g)′ = f ′ ± g′

(f · g)′ = f ′ · g + f · g′

(
f

g

)′
=

f ′ · g − f · g′

g2

Definice. Funkce f : Rn → R je spojitá v k-té proměnné v bodě a ∈ Rn, pokud limt→0 f(a+ tek) = f(a).

Věta 44 - ZS (Výpočet jednostranné derivace). Nechť reálná funkce f je spojitá zprava v bodě a ∈ R a
existuje limx→a+ f ′(x). Pak existuje f ′

+(a) a platí f ′
+(a) = limx→a+ f ′(x). Levá strana analogicky.

Fakt. Je-li funkce f spojitá v bodě a v k-té proměnné, pak co se výpočtu f ′
k(a) týče, můžeme používat

věty z minulého semestru - např. Větu 44 - ZS.
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